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Аннотация
В настоящей работе изучается вопрос о так называемом нижнем
порядке для одного подвида отображений с конечным искажением,
активно изучаемых последние 15–20 лет. Доказано, что отображения
с конечным искажением длины f : D → Rn, n ≥ 2, внешняя дилата-
ция которых локально суммируема в степени α > n− 1 и имеющие
конечный асимптотический предел, имеют равномерно ограничен-
ный снизу нижний порядок.
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1 Введение
Нижний порядок отображений, как известно, играет существенную роль
при доказательстве некоторых аналогов теоремы Пикара, а также в тео-
рии распределения значений (см., напр., [1], [2] и [3]). Настоящая заметка
посвящена изучению отображений с конечным искажением, активно изу-
чаемых в последнее время (см., напр., [4], [5]–[6] и [7]). Здесь исследуется
вопрос об ограниченности снизу нижнего порядка отображений с конеч-
ным искажением длины, введённых О. Мартио, В. Рязановым, У. Сребро
и Э. Якубовым [5]–[6].
В сравнительно недавней работе К. Райала [3] было установлено, что
отображения с конечным искажением, определённые во всё пространстве
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Rn, n ≥ 2, при соответствующих ограничениях на так называемый ниж-
ний порядок отображения (поведение отображения на бесконечности), а
также требованиях на внешнюю дилатацию, обладают некоторыми заслу-
живающими внимания свойствами. (Определение и примеры отображений
с конечным искажением могут быть найдены в монографии [4]). Говоря
точнее, в работе [3] было показано, что указанные отображения имеют
ограниченный снизу нижний порядок, т.е., ограничена снизу некоторая
величина, отвечающая за рост отображения. Отметим, что подобный ре-
зультат обобщает классическую теорему Рикмана–Вуоринена, относящу-
юся к классу отображений с ограниченным искажением ([1]).
В настоящей статье устанавливается некоторый аналог результатов ра-
боты [3] для так называемых отображений с конечным искажением длины
([5, гл. 8]) при несколько иных предположениях на их внешнюю дилата-
цию. При этом, соответствующие примеры, приведённые в последнем раз-
деле, показывают, что указанные условия принципиально отличаются от
ограничений из работы [3]. Отображения с конечным искажением длины
введены О. Мартио совместно с В. Рязановым, У. Сребро и Э. Якубовым
([6]) и представляют собой одно из обобщений отображений с ограничен-
ным искажением по Решетняку (см. [8] и [2]). Они могут быть определены
как отображения, искажающие евклидово расстояние в конечное число
раз в почти всех точках, а также обладающие N -свойством Лузина отно-
сительно меры Лебега в Rn и меры длины на кривых в прямую и обратную
стороны (см. там же).
Всюду далее D – область в Rn, n ≥ 2, m – мера Лебега Rn, dist (A,B)
– евклидово расстояние между множествами A,B ⊂ Rn, dist (A,B) =
inf
x∈A,y∈B
|x−y|, (x, y) обозначает (стандартное) скалярное произведение век-
торов x, y ∈ Rn, diamA – евклидов диаметр множества A ⊂ Rn, B(x0, r) =
{x ∈ Rn : |x− x0| < r} , B
n := B(0, 1), S(x0, r) = {x ∈ R
n : |x − x0| = r},
Sn−1 := S(0, 1), ωn−1 означает площадь сферы S
n−1 в Rn, Ωn – объём
единичного шара Bn в Rn, запись f : D → Rn предполагает, что отоб-
ражение f, заданное в области D, непрерывно. Кривой γ мы называем
непрерывное отображение отрезка [a, b] (открытого интервала (a, b), ли-
бо полуоткрытого интервала вида [a, b) или (a, b]) в Rn, γ : [a, b] → Rn.
Под семейством кривых Γ подразумевается некоторый фиксированный
набор кривых γ, а f(Γ) = {f ◦ γ|γ ∈ Γ} . Далее символ Γ(E, F,D) озна-
чает семейство всех кривых γ : [a, b] → Rn, которые соединяют E и F
в D, т.е. γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F и γ(t) ∈ D при t ∈ (a, b). Следующие
определения могут быть найдены, напр., в разд. 1–6 гл. I в [9]. Бореле-
ва функция ρ : Rn → [0,∞] называется допустимой для семейства Γ
кривых γ в Rn, если криволинейный интеграл первого рода от функции ρ
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по каждой (локально спрямляемой) кривой γ ∈ Γ удовлетворяет условию∫
γ
ρ(x)|dx| ≥ 1. В этом случае мы пишем: ρ ∈ admΓ. Модулем семейства
кривых Γ называется величина M(Γ) = infρ∈ admΓ
∫
D
ρn(x) dm(x). Свойства
модуля в некоторой мере аналогичны свойствам меры Лебега m в Rn (см.
[9, теорема 6.2]). Пусть Q(x) : D → [0,+∞] – измеримая по Лебегу функ-
ция. Для произвольного семейства кривых Γ величинаMQ(Γ), называемая
модулем семейства Γ с весом Q, может быть определена соотношением
MQ(Γ) := inf
ρ∈admΓ
∫
Rn
Q(x) · ρn(x)dm(x). Полагаем
L(x, ϕ) = lim sup
y→x,y∈E
|ϕ(x)− ϕ(y)|
|y − x|
, l(x, ϕ) = lim inf
y→x,y∈E
|ϕ(x)− ϕ(y)|
|y − x|
.
Определим функции длины, связанные с отображением на кривых (см.
[5] и [6]). Пусть ∆ ⊂ R – открытый интервал числовой прямой, γ : ∆→ Rn
– локально спрямляемая кривая. В таком случае, очевидно, существует
единственная неубывающая функция длины lγ : ∆ → ∆γ ⊂ R с условием
lγ(t0) = 0, t0 ∈ ∆, такая что значение lγ(t) равно длине подкривой γ |[t0,t]
кривой γ, если t > t0, и длине подкривой γ |[t, t0] со знаком ”−”, если t < t0,
t ∈ ∆. Пусть g : |γ| → Rn – непрерывное отображение, где |γ| = γ(∆) ⊂ Rn.
Предположим, что кривая γ˜ = g ◦ γ также локально спрямляема. Тогда,
очевидно, существует единственная неубывающая функция Lγ, g : ∆γ →
∆γ˜ такая, что Lγ, g (lγ (t)) = lγ˜ (t) при всех t ∈ ∆. Согласно [5, гл. 8] (см.
также [6]), отображение f : D → Rn будем называть отображением с
конечным искажением длины (пишем: f ∈ FLD), если f обладает N -
свойством Лузина, для п.в. x ∈ D 0 < l(x, f) ≤ L(x, f) <∞ и, кроме того,
выполнены следующие условия:
(L1) для п.в. кривых γ ∈ D кривая γ˜ = f ◦ γ локально спрямляема и
функция Lγ, f обладает N -свойством;
(L2) для п.в. кривых γ˜ ∈ f(D) каждое поднятие γ кривой γ˜ локально
спрямляемо и функция Lγ, f обладает N
−1-свойством.
Здесь далее кривая γ ∈ D называется (полным) поднятием кривой
γ˜ ∈ Rn при отображении f : D → Rn, если γ˜ = f ◦ γ. Говорят, что
некоторое свойство выполнено для почти всех (п.в.) кривых области D,
если оно имеет место для всех кривых, лежащих в D, кроме некоторого
их семейства, модуль которого равен нулю.
Замечание 1. Согласно [5, следствие 8.1], см. также [6, следствие 3.14],
отображение f : D → Rn принадлежит классу отображений с конечным
искажением длины тогда и только тогда, когда f дифференцируемо почти
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всюду, обладает N и N −1-свойствами и, кроме того, выполнены условия
(L1) и (L2). В свою очередь, для дискретных открытых отображений усло-
вия (L1) и (L2) эквивалентны локальной абсолютной непрерывности функ-
ции длины Lγ, f , соответственно, в прямую и обратную стороны (что запи-
сывают в виде f ∈ ACP и f ∈ ACP −1, см. напр., [5, предложение 8.5]).
Полагаем Mf (r) = sup
x∈B(0,r)
|f(x)|. Согласно [1], нижним порядком отоб-
ражения f : Rn → Rn будем называть величину
λf := lim inf
r→∞
(n− 1)
log logMf (r)
log r
(см. также [3]). Если λf > 0, то будем говорить, что f имеет положитель-
ный нижний порядок.
Напомним, что элемент b ∈ Rn называется асимптотическим преде-
лом отображения f в бесконечно удалённой точке, если найдётся кривая
γ : [0, 1)→ Rn такая, что lim
t→1−0
γ(t) =∞ и lim
t→1−0
f(γ(t)) = b.
Как обычно, для дифференцируемого в точке x0 ∈ D отображения
f : D → Rn символ f ′(x0) обозначает матрицу Якоби отображения f
в точке x0, а J(x0, f) – якобиан отображения f в точке x0. Полагаем
‖f ′(x)‖ = max
h∈Rn\{0}
|f ′(x)h|
|h|
. Внешняя дилатация KO(x, f) (дифференциру-
емого) отображения f в точке x определяется соотношением
KO(x, f) =

‖f ′(x)‖n
|J(x,f)|
, J(x, f) 6= 0,
1, f ′(x) = 0,
∞, в остальных случаях
.
Для произвольной измеримой по Лебегу функции Q : Rn → [0,∞] полага-
ем
qx0(r) :=
1
ωn−1rn−1
∫
|x−x0|=r
Q(x) dHn−1(x) . (1)
Одним из главных результатов настоящей работы является утверждение,
приведённое ниже. Его аналог доказан в статье [3, теорема 1.3] для отоб-
ражений с конечным искажением, внешняя дилатация которого удовле-
творяет некоторым условиям экспоненциального роста. (По этому поводу
см. также классический случай отображений с ограниченным искажением,
рассмотренный С. Рикманом и М. Вуориненом [1]).
Теорема 1. Пусть f : Rn → Rn – открытое дискретное отображение с
конечным искажением длины. Предположим, что:
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1) внешняя дилатация KO(x, f) отображения f при почти всех x удо-
влетворяет условию: KO(x, f) ≤ Q(x) ∈ L
α
loc(R
n), где α > n−1 – некоторое
фиксированное число;
2) найдётся R0 > 0 такое, что
1
m(B(0, t))
∫
B(0,t)
Qα(x) dm(x) ≤ A (2)
для некоторого A <∞ и всех t ≥ R0;
3) при K →∞
Kr∫
r
dω
ωq˜
1
n−1
0 (ω)
→∞ (3)
равномерно по r > R0, где q˜0(ω) обозначает среднее значение функции
Qn−1 над сферой S(0, ω).
Тогда, если отображение f имеет асимптотический предел a ∈ Rn в бес-
конечно удалённой точке, то его нижний порядок λf удовлетворяет усло-
вию
λf > M =M(n,Q) > 0 ,
где число M зависит только от размерности пространства n и функции
Q.
Следствие 1. Заключение теоремы 1 остаётся выполненным, если вме-
сто условий (2) и (3) выполнено условие: qα,0(r) ≤ C при всех r ≥ R0 и
некотором R0 ≥ 1, где qα,0(r) – среднее значение функции Q
α(x) по сфере
S(0, r), α > n− 1.
Поскольку отображения класса W 1,nloc , мера множества точек ветвления
которых равна нулю, для которых KO(x, f) ∈ L
α
loc, α > n − 1, являют-
ся открытыми и дискретными (см. [10]–[11]), а также – отображениями с
конечным искажением длины (см. [12, теорема 1 и следствие 1]), имеем
также следующее важнейшее
Следствие 2. Заключение теоремы 1 остаётся выполненным, если в
условиях этой теоремы f является отображением класса W 1,nloc , мера мно-
жества точек ветвления которого равна нулю.
В частности, из теоремы 1 следует классический результат Рикмана–
Вуоринена о положительности и равномерной ограниченности снизу ниж-
него порядка отображений с ограниченным искажением [1].
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2 Предварительные сведения
Для борелевского множества A ⊂ Rn определим функцию кратности
N(y, f, A) как число прообразов точки y во множестве A, т.е.
N(y, f, A) = card {x ∈ E : f(x) = y} , N(f, E) = sup
y∈Rn
N(y, f, E) .
Заметим, что функцияN(y, f, A) является измеримой по Лебегу (см., напр.,
[13, теорема IV.1.2]). Следующий результат представляет собой незначи-
тельное усиление одного из классических модульных неравенств для отоб-
ражений с ограниченным искажением (см. [2, теорема 2.4, гл. II]).
Теорема 2. Пусть f : D → Rn – отображение с конечным искажением
длины, Q : D → [1,∞] – некоторая измеримая по Лебегу функция, такая
что KO(x, f) ≤ Q(x) почти всюду, Γ – фиксированное семейство кривых в
D и ρ ∈ adm f(Γ). Тогда
M1/Q(Γ) ≤
∫
Rn
ρn(y)N(y, f, A)dm(y) .
Доказательство. Пусть ρ ′ ∈ adm f(Γ), тогда определим функцию ρ по-
лагая ρ(x) = ρ ′(f(x))‖f ′(x)‖ при x ∈ A и ρ(x) = 0 при x ∈ Rn \A. Пусть Γ0
– семейство всех локально спрямляемых кривых семейства Γ, на которых
f локально абсолютно непрерывно, тогда учитывая определение отобра-
жений с конечным искажением длины и замечание 1, мы получим:M(Γ) =
M(Γ0). (Отсюда, в частности, вытекает, что такжеM1/Q(Γ) = M1/Q(Γ0)). В
таком случае, виду [2, лемма 2.2, гл. II],
∫
γ
ρ(x)|dx| =
∫
γ
ρ ′(f(x))‖f ′(x)‖|dx| ≥∫
f◦γ
ρ ′(y)|dy| ≥ 1, следовательно, ρ ∈ admΓ0. Учитывая для произвольного
отображения с конечным искажением длины возможность замены пере-
менной (см., напр., [5, предложение 8.3], см. также [6, предложение 3.7]),
мы будем иметь:
M1/Q(Γ) =M1/Q(Γ0) ≤
∫
Rn
ρn(x)
Q(x)
dm(x) =
∫
A
ρ ′n(f(x))‖f ′(x)‖n
Q(x)
dm(x) ≤
≤
∫
A
ρ ′n(f(x))|J(x, f)| dm(x) =
∫
Rn
ρn(y)N(y, f, A)dm(y) .
Теорема доказана. ✷
Пусть S(a, r) - произвольная сфера, тогда для числа p ∈ R, p ≥ 1, и се-
мейства кривых Γ, имеющих носитель, лежащий на сфере S(a, r), опреде-
лим модуль семейства кривых порядка p относительно S(a, r) равенством
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MSp (Γ) = infρ∈ admΓ
∫
S(a,r)
ρp(x) dHn−1(x), где, как обычно, Hn−1 – (n − 1)-
мерная мера Хаусдорфа. Хорошо известно (см. [14, теорема 3, с. 514]),
что, каковы бы не были множества E1, E2 ⊂ S(a, r), E1 ∩ E2 = ∅, при
n− 1 < p < n и p > n всегда
MSp (Γ(E1, E2, S(a, r))) ≥
Cp,n
rp+1−n
, (4)
где Cp,n – некоторая постоянная, зависящая от размерности пространства
n и выбранного числа p. Справедлив следующий результат.
Теорема 3. Пусть f : D → Rn – отображение с конечным искажением
длины и 0 < c1 < c2 <∞ – некоторые фиксированные числа. Пусть также
Q : D → [1,∞] – измеримая по Лебегу функция такая, чтоKO(x, f) ≤ Q(x)
при почти всех x ∈ D, при этом, Q ∈ Lαloc(D) при некотором фиксирован-
ном α > n− 1. Предположим, что E и F – пара множеств, удовлетворяю-
щих условию E ∩S(a, r) 6= ∅ 6= F ∩S(a, r) при всех r ∈ (c1, c2). Обозначим
∆ := Γ(E, F,B(a, c2) \B(a, c1)). Тогда
M1/Q(∆) ≥
Cn,α
cn2
cn2−c
n
1
·
(
1
cn2−c
n
1
∫
B(a,c2)\B(a,c1)
Qα(x) dm(x)
)1/α , (5)
где Cn,α – некоторая постоянная, зависящая только от n и α.
Доказательство. Выберем ρ ∈ admΓ(E, F,B(a, c2) \B(a, c1)) Не огра-
ничивая общности, можно считать, что
∫
D
ρn(x)
Q(x)
dm(x) < ∞ и E ∩ F =
∅. Пусть α – положительное число из условия теоремы, тогда полага-
ем p := αn
1+α
. Заметим, что, в этом случае, число p удовлетворяет условию:
p ∈ (n− 1, n). Ввиду соотношения (4) получаем, что∫
S(a,r)
ρp(x) dHn−1(x) ≥MSp (Γ
r) ≥
Cp,n
rp+1−n
, (6)
где Γr = {γ ∈ Γ(E, F,B(a, c2) \ B(a, c1)) : |γ| ∈ S(a, r)}. Из (6) получаем
неравенство
1 ≤ C˜p,n · r
r1−n ∫
S(a,r)
ρp(x) dHn−1(x)

1/p
. (7)
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Покажем теперь, что при некотором r ∈ (c1, c2) и K > n выполнено нера-
венствоr1−n ∫
S(a,r)
ρp(x) dHn−1(x)

1/p
≤ K ·
 1
cn2 − c
n
1
∫
B(a,c2)\B(a,c1)
ρp(x)dm(x)

1/p
.
(8)
Действительно, если
∫
B(a,c2)\B(a,c1)
ρp(x)dm(x) =∞ доказывать нечего, а ес-
ли ∫
B(a,c2)\B(a,c1)
ρp(x)dm(x) = 0 ,
то и
∫
S(a,r)
ρp(x) dHn−1(x) = 0 на почти всех сферах. Пусть теперь
0 <
∫
B(a,c2)\B(a,c1)
ρp(x)dm(x) <∞ .
Предположим противное, а именно, что соотношение (8) нарушено при
всех r ∈ (c1, c2), тогда также
r1−n
∫
S(a,r)
ρp(x) dHn−1(x) ≥ Kp ·
1
(cn2 − c
n
1 )
∫
B(a,c2)\B(a,c1)
ρp(x) dm(x) (9)
при всех r ∈ (c1, c2). Интегрируя соотношение (9) по r ∈ (c1, c2), вви-
ду теоремы Фубини мы приходим к противоречию, которое и доказывает
соотношение (8). Далее, применяя неравенство Гёльдера при p := αn
1+α
и
полагая A := 1
cn2−c
n
1
, получаем:
A ∫
B(a,c2)\B(a,c1)
ρp(x)dm(x)

1/p
≤
≤
A ∫
B(a,c2)\B(a,c1)
ρn(x)
Q(x)
dm(x)

1
n
·
A ∫
B(a,c2)\B(a,c1)
Qα(x) dm(x)

n−p
pn
.
Объединяя соотношения (7) и (8) вместе с последним соотношением и учи-
тывая, что в сделанных предположениях r ≤ c2, мы получим соотношение
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(5) при некоторой постоянной C˜n,p, зависящей только от n и p; однако, p
само полностью определяется по n и α, так что в (5) можно заменить C˜n,p
на Cn,α, что и требовалось установить. ✷
Следующее определение играет важную роль при исследовании отоб-
ражений (см. [2, разд. 3, гл. II]). Пусть x1, . . . , xk – k различных точек
множества f−1 (β(a)) и m˜ =
k∑
i=1
i(xi, f). Кривая α : [a, c]→ R
n будет назы-
ваться (частичным) поднятием кривой β : [a, b] → Rn с началом в точке
x, c ≤ b, если α(a) = x и f ◦ α(t) = β(t) при t ∈ [a, c.] Приведённое
определение распространяется также на кривые, заданные на каком-либо
полуоткрытом интервале.
Пусть f : D → Rn, n ≥ 2, – отображение, β : [a, b) → Rn – некоторая
кривая и x ∈ f −1 (β(a)) . Кривая α : [a, c) → D называется максималь-
ным поднятием кривой β при отображении f с началом в точке x, если
(1) α(a) = x; (2) f ◦ α = β|[a, c); (3) если c < c
′ ≤ b, то не существует
кривой α′ : [a, c′) → D, такой что α = α′|[a, c) и f ◦ α = β|[a, c′). Последова-
тельность кривых α1, . . . , αm˜ будет называться максимальной последова-
тельностью поднятий кривой β при отображении f с началом в точках
x1, . . . , xk, если (a) каждая кривая αj является максимальным подняти-
ем кривой β при отображении f, (b) card {j : aj(a) = xi} = i(xi, f), 1 ≤
i ≤ k , (c) card {j : aj(t) = x} ≤ i(x, f) при всех x ∈ D и всех t ∈ Ij , где
Ij – область определения кривой αj . Кривые α1, . . . , αm˜ будем называть
существенно отделимыми, если из указанных выше условий выполнено
только одно условие (c). Отметим, что последовательности существенно
отделимых максимальных поднятий с началом в фиксированных точках
(в частности – какое-либо одно максимальное поднятие) при открытых
дискретных отображениях всегда существуют (см. [2, теорема 3.2, гл. II]).
Здесь и далее l (f ′(x)) = min
h∈Rn\{0}
|f ′(x)h|
|h|
. Внутренняя дилатацияKI(x, f)
отображения f в точке x определяется равенством
KI(x, f) =

|J(x,f)|
l(f ′(x))n
, J(x, f) 6= 0,
1, f ′(x) = 0,
∞, в остальных случаях
.
Как известно,
KI(x, f) ≤ K
n−1
O (x, f), KO(x, f) ≤ K
n−1
I (x, f) (10)
(см. [8, соотношения (2.7) и (2.8), п. 2.1, гл. I]), и что KI(x, f) ≥ 1 и
KO(x, f) ≥ 1 всюду, где эти величины определены. Напомним ещё один
9
необходимый нам результат, доказанный ранее автором (см., напр., [15,
теорема 3.1]).
Предложение 1. Пусть f : D → Rn – открытое дискретное отоб-
ражение с конечным искажением длины, Γ – семейство кривых в D, Γ ′ –
семейство кривых в Rn иm – натуральное число, такое что выполнено сле-
дующее условие. Для каждой кривой β ∈ Γ ′ найдутся кривые α1, . . . , αm
семейства Γ такие что f ◦ αj ⊂ β для всех j и равенство αj(t) = x име-
ет место при всех x ∈ D, всех t и не более чем i(x, f) индексах j. Тогда
M(Γ ′) ≤ 1
m
∫
D
KI(x, f) · ρ
n(x) dm(x) для каждой функции ρ ∈ admΓ.
Согласно [9, определение 6.6], семейства кривых Γ1,Γ2, . . . будем назы-
вать отделимыми, если найдутся непересекающиеся борелевские множе-
ства Ei ⊂ R
n такие, что
∫
γ
gi(x)|dx| = 0 для каждой локально спрямляемой
кривой γ ∈ Γi, где gi – характеристическая функция множества R
n\Ei. До-
кажем следующее вспомогательное утверждение (см. также [2, лемма 1.3,
гл. IV]).
Лемма 1. Пусть f : D → Rn – открытое дискретное отображение с
конечным искажением длины, m : Sn−1 → Z – некоторая неотрицатель-
ная целочисленная борелевская функция и для каждого y ∈ Sn−1 запись
вида βy : [s, t] → R
n обозначает кривую βy(u) = yu. Обозначим через Γ
∗
семейство кривых, состоящих из m(y) частичных существенно отделимых
поднятий кривой βy при отображении f (предположим, что все эти m(y)
поднятий существуют). Тогда для каждой функции ρ ∈ admΓ∗ выполня-
ется неравенство
∫
Sn−1
m(y)dHn−1(y) ≤
(
log t
s
)n−1 ∫
D
KI(x, f) · ρ
n(x)dm(x).
Доказательство. Полагаем Ek := {y ∈ S
n−1 : m(y) = k}, k ∈ N ∪ {0},
Γk := {βy : y ∈ Ek}. Пусть также Γ
∗
k есть подсемейство кривых Γ
∗, для
которых соответствующая кривая βy ∈ Γk. Ввиду предложения 1
k ·M(Γk) ≤
∫
D
KI(x, f) · ρ
n(x) dm(x) (11)
для каждой функции ρ ∈ admΓ ∗k . Ввиду [9, разд. 7.7],
M(Γk) =
Hn−1(Ek)
(log(t/s))n−1
. (12)
Заметим, что семейства Γk отделимы; тогда MKI(·,f)(Γ
∗) =
∞∑
k=0
MKI(·,f)(Γ
∗
k )
(см. [16, пункт (b), с. 176 и пункт (e), с. 178], см. также [17, теорема 15.1,
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гл. I]). Тогда суммируя по k соотношение (11) и учитывая при этом соот-
ношение (12), получаем утверждение леммы. ✷
Для произвольного дискретного отображения f : D → Rn и борелев-
ского множества E ⊂ D определим так называемую считающую функцию
по следующему правилу:
n(E, y) =
∑
x∈f −1(y)∩E
i(x, f) ,
где i(x, f) – локальный топологический индекс (cм. [13]). Определим также
интегральное среднее считающей функции n(E, ·) по сфере S(y, t) соотно-
шением
ν(E, y, t) :=
1
ωn−1
∫
Sn−1
n(E, y + tx) dHn−1(x) .
При E = B(a, r) полагаем ν(a, r, y, t) := ν(E, y, t).
Для точки x0 ∈ D и чисел 0 < r1 < r2 < ∞ полагаем A(r1, r2, x0) =
{x ∈ D : r1 < |x − x0| < r2}. Аналог следующего результата может быть
найден в [2, лемма 1.1, гл. IV] (см. также в [3, лемма 2.6]).
Лемма 2. Пусть f : D → Rn – открытое дискретное отображение с
конечным искажением длины, θ > 1, B(a, θr) ⊂ D, y ∈ Rn и s, t > 0. Тогда
ν(a, θr, y, s) ≥ ν(a, r, y, t)− | log(t/s)|n−1 ·
1(
θr∫
r
dω
ωk
1
n−1
a (ω)
)n−1 ,
где ka определено соотношением (1) при Q := KI(x, f) и x0 := a.
Доказательство. Не ограничивая общности рассуждений, можно счи-
тать, что s < t (доказательство в случае t > s проводится аналогично).
Для фиксированного z ∈ Sn−1 полагаем m(z) := max{0, n(B(a, r), y+ sz)−
n(B(a, θr), y + tz)}. Предположим, что m(z) > 0. Ввиду [2, теорема 3.2,
гл. II] найдутся n(B(a, r), y+ sz) максимальных поднятий кривой βz = zu,
u ∈ (s, t), с началом в шаре B(a, r) и лежащих в шаре B(a, θr). Ввиду той
же теоремы, все эти поднятия существенно отделимы (см. там же).
Рассмотрим какое-либо из таких поднятий α : [s, c] → B(a, θr). Если
предельное множество кривой α целиком лежит внутри шара B(a, θr), то,
во-первых, в силу дискретности отображения f оно является одноточеч-
ным; во-вторых, в этом случае f(α(c)) = zt. Заметим, что общее количе-
ство кривых среди n(B(a, r), y+sz) максимальных поднятий кривой βz, со-
держащих такую точку x := α(c), не превышает числа k := card{f −1(zt)∩
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B(a, θr)} ≤ n(B(a, θr), y+ tz). Таким образом, среди n(B(a, r), y+ sz) под-
нятий α, по крайней мере, n(B(a, r), y+sz)−k ≥ m(z) кривых не содержат
прообразов точки zt при отображении f в шаре B(a, θr). Таким образом,
m(z) кривых α таковы, что dist (α(u), S(a, θr))→ 0 при u→ c− 0.
Ввиду леммы 1 мы получим, что при всех достаточно малых ε > 0 и
произвольной функции ρ ∈ admΓ(S(a, r), S(a, θr − ε), A(r, θr − ε, a))∫
Sn−1
m(z)dHn−1(z) ≤
(
log
t
s
)n−1 ∫
D
KI(x, f) · ρ
n(x)dm(x) . (13)
Полагаем
I = I(x0, r1, r2) =
r2∫
r1
dr
rq
1
n−1
x0 (r)
, (14)
где qx0 определено в (1). Пусть I = I(a, r, θr − ε) 6= 0, где I определено в
(14) при Q := KI(x, f), x0 := a, r1 := r и r2 = θr − ε. (Следует отметить,
что I <∞, поскольку Q ≥ 1). Предположим вначале, что I > 0. Полагаем
ψ(t) =
{
1/[ωk
1
n−1
a (ω)] , ω ∈ (r, θr − ε) ,
0 , ω /∈ (r, θr − ε) ,
где функция ka(ω) определена по соотношению (1) при Q := KI(x, f).
Тогда ввиду теоремы Фубини∫
A
Q(x) · ψn(|x− a|)dm(x) = ωn−1I , (15)
где A = A(r, θr − ε, a). Заметим, что функция η1(ω) := ψ(ω)/I, ω ∈
(r, θr−ε), удовлетворяет соотношению
θr−ε∫
r
η1(ω)dω = 1. С другой стороны,
отыщется борелевская функция η(ω) такая, что η1(ω) = η(ω) при почти
всех ω ∈ (θ, θr − ε) (см. [18, разд. 2.3.6]). В таком случае, ввиду [9, теоре-
ма 5.7] функция ρ(x) := η(|x−a|) ∈ admΓ(S(a, r), S(a, θr−ε), A(r, θr−ε, a))
и, значит, из (13) и (15) вытекает, что∫
Sn−1
m(z)dHn−1(z) ≤
(
log
t
s
)n−1
·
ωn−1(
θr−ε∫
r
dω
ωk
1
n−1
a (ω)
)n−1 . (16)
Заметим, что последнее соотношение справедливо также и в случае, когда
θr−ε∫
r
dω
ωk
1
n−1
a (ω)
= 0. Поскольку Q := KI(x, f) ≥ 1, функция
dω
ωk
1
n−1
a (ω)
является
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интегрируемой по ω на (r, θr) и, значит, по теореме об абсолютной непре-
рывности интеграла (см. [17, теорема 13.2, гл. I]) ωn−1
θr−ε∫
r
dω
ωk
1
n−1
a (ω)
→ ωn−1
θr∫
r
dω
ωk
1
n−1
a (ω)
при ε→ 0. Таким образом, из (16) вытекает, что∫
Sn−1
m(z)dHn−1(z) ≤
(
log
t
s
)n−1
·
ωn−1(
θr∫
r
dω
ωk
1
n−1
a (ω)
)n−1 . (17)
Обозначим далее символом E множество E := {y ∈ Sn−1 : m(y) > 0}.
Тогда ∫
Sn−1
n(B(a, θr), y + tz) dHn−1(z) =
=
∫
Sn−1\E
n(B(a, θr), y + tz) dHn−1(z) +
∫
E
n(B(a, θr), y + tz) dHn−1(z) ≥
≥
∫
Sn−1\E
n(B(a, r), y + sz) dHn−1(z) +
∫
E
n(B(a, r), y + sz) dHn−1(z)−
−
∫
E
m(z) dHn−1(z) =
=
∫
Sn−1
n(B(a, r), y + sz) dHn−1(z)−
∫
Sn−1
m(z) dHn−1(z) . (18)
По определению величины ν из (17) и (18) вытекает, что ν(a, θr, y, tz) ≥
ν(a, r, y, sz)−
(
log t
s
)n−1
· 1
θr∫
r
dω
ωk
1
n−1
a (ω)


n−1 , что и требовалось установить. ✷
Аналог следующего утверждения для отображений с конечным иска-
жением доказан в работе [3, лемма 2.7].
Лемма 3. Пусть f : D → Rn – отображение с конечным искажением
длины, E и F – непересекающиеся множества, лежащие в шаре B(a, R)
такие, что f(E) ⊂ B(z, s), f(F ) ⊂ Rn \ B(z, t), s < t. Пусть также при
некотором θ > 1 имеет место включение B(a, θR) ⊂ D. Тогда, если Γ
– семейство всех кривых, соединяющих E и F в шаре B(a, R) и, кроме
того, KO(x, f) ≤ Q(x) почти всюду при некоторой измеримой функции
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Q : D → [1,∞], то
M1/Q(Γ) ≤ ωn−1
ν(a, θR, z, t)logn−1(t/s) + 1(θR∫
R
dω
ωq˜
1
n−1
a (ω)
)n−1
 ,
где q˜a(ω) – среднее интегральное значение функции Q
n−1 на сфере S(a, ω).
Доказательство. Не ограничивая общности рассуждений, можно счи-
тать, что z = 0. Выберем ρ ∈ adm f(Γ), полагая
ρ(y) =
{ 1
log(t/s)|y|
, s < |y| < t,
0 , y ∈ Rn \ A(s, t, 0).
По теореме 2
M1/Q(Γ) ≤
∫
Rn
ρn(y)n(B(a, R), y)dm(y) =
=
1
logn(t/s)
·
t∫
s
1
rn
∫
S(0,r)
n(B(a, R), y)dHn−1(y)dr =
=
1
logn(t/s)
·
t∫
s
1
r
∫
Sn−1
n(B(a, R), ry)dHn−1(y)dr =
=
ωn−1
logn(t/s)
·
t∫
s
1
r
· ν(a, R, 0, r)dr . (19)
По лемме 2 с учётом неравенств (10) для всякого r ∈ (s, t)
ν(a, R, 0, r) ≤ ν(a, θR, 0, t) + (log(t/s))n−1 ·
1(
θR∫
R
dω
ωq˜
1
n−1
a (ω)
)n−1 ,
где q˜a(ω) обозначает среднее интегральное значение функции Q
n−1 на сфе-
ре S(a, ω). Тогда из соотношений в (19) мы получаем необходимое заклю-
чение. ✷
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3 Доказательство основного результата
Доказательство теоремы 1.Не ограничивая общности рассуждений, мож-
но считать, что b = 0. Полагаем E = γ([0, 1)). Поскольку b = 0 – асимп-
тотический предел отображения f в бесконечности, найдётся число R > 0
такое, что f(E ∩ (Rn \ B(0, R))) ⊂ Bn. Рассмотрим кривую β(t) = y0t,
t ∈ [1,∞), где y0 таково, что |y0| := max
x∈B(0,R)
|f(x)| = |f(x0)|, x0 ∈ S(0, R) и
y0 ∈ S(0,Mf(R)). Не ограничивая общности, можно считать, что Mf(R) >
1. Поскольку f – дискретное и открытое отображение, существует мак-
симальное поднятие α : [1, c) → Rn кривой β в Rn с началом в точке x0
(см. [2, теорема 3.2, гл. II]). Пусть FR – компонента связности множества
f −1(Rn \ B(0,Mf(R))), содержащая эту кривую α|(0,c), тогда x0 ∈ FR ∩
S(0, R) 6= ∅ и α(t) →∞ при t→ c− 0. (В частности, отсюда следует, что
компонента FR неограничена). Заметим, что (E ∩ (R
n \B(0, R)))∩FR = ∅.
Ввиду леммы 3 для семейства кривых Γ, соединяющих множества E и FR
в кольце B(0, θR) \B(0, R), мы будем иметь, что при K > 1
ν(0, KθR, 0, 1) ≥
logn−1Mf (R)
ωn−1
M1/Q(Γ)− 1(KθR∫
θR
dω
ωq˜
1
n−1
0 (ω)
)n−1
 , (20)
где q˜0(ω) – среднее интегральное значение функции Q
n−1(x) на сфере
S(0, ω). Из теоремы 3 вытекает, что при θ > θ1 и R > R0
M1/Q(Γ) ≥
Cn,α
θnRn
θnRn−Rn
(
· 1
θnRn−Rn
∫
B(0,θR)\B(0,R)
Qα(x) dm(x)
)1/α ≥
≥
Cn,α
C0
θnRn
∫
B(0,θR)
Qα(x) dm(x)
.
Тогда из (20), учитывая условия (2) и (3) (при θ ≥ θ2 и K ≥ K0, где K0 –
некоторое достаточно большое число), получаем
ν(0, KθR, 0, 1) ≥ C1 · log
n−1Mf (R) (21)
при некоторой постоянной C1 > 0. Правая часть последнего соотношения
никак не зависит от параметров K и θ, поэтому произведя переобозначе-
ния в (21), мы будем иметь
ν(0, θR, 0, 1) ≥ C1 · log
n−1Mf (R) (22)
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для произвольного θ ≥ θ3 > 1. С другой стороны, поскольку f – открытое
отображение, никакая точка сферы S(0,Mf(R)) не является образом точки
открытого шара B(0, R) при отображении f и, значит,
ν(0, KθR, 0,Mf(KθR)) = 0
для произвольногоK > 1. Тогда (по лемме 2) 0 = ν(0, KθR, 0,Mf (KθR)) ≥
≥ ν(0, θR, 0, 1)− logMn−1f (KθR) ·
1(
KθR∫
θR
dω
ωq˜
1
n−1
0 (ω)
)n−1 .
Отсюда и из условия (3) вытекает, что при всех K ≥ K1, θ ≥ θ4 > 1 и
R > R0
ν(0, θR, 0, 1) ≤ C1/2 · log
n−1Mf (KθR) . (23)
Из (22) и (23) следует, что при θ ≥ max{θ1, θ2, θ3, θ4}, R > R0 и K ≥ K2
logn−1Mf (KθR) ≥ 2 · log
n−1Mf (R) . (24)
Выписывая соотношение (24) для последовательности R0 = R, R1 = KθR,
. . . , Rm = K
mθmR, . . . мы получим:
logn−1Mf (K
mθmR) ≥ . . . ≥ 2m · logn−1Mf(R) ,
откуда (n− 1) log logMf (K
mθmR) ≥ m log 2 + (n− 1) log logMf (R) и
(n−1)
log logMf(K
mθmR)
logRm
≥
m log 2
m log(Kθ) + logR
+(n−1)
log logMf (R)
m log(Kθ) + logR
.
Отсюда пока что следует, что для любой подпоследовательности номеров
mk, для которой предел левой части последнего соотношения существует,
выполнено
lim
k→∞
(n− 1)
log logMf (Rmk)
logRmk
≥
log 2
log(Kθ)
> 0 . (25)
Нам осталось показать, что ни для какой другой последовательности xk,
для которой предел lim
k→∞
(n − 1)
log logMf (xk)
log xk
существует, он не может быть
меньше величины, стоящей в правой части (25). Итак, пусть xk – такая
последовательность, тогда по индукции построим подпоследовательности
номеров kl и ml такие, что K
mlθmlR ≤ xkl ≤ K
ml+1θml+1R. Не ограничивая
общности, можно считать, что предел lim
l→∞
(n − 1)
log logMf (K
mlθmlR)
logKmlθmlR
также
существует. В этом случае, ввиду (25) мы получим, что
lim
l→∞
(n− 1)
log logMf (xml)
log xml
≥ lim
l→∞
(n− 1)
log logMf(K
mlθmlR)
logKmlθmlR + logKθ
=
log 2
log(Kθ)
.
Теорема 1 полностью доказана. ✷
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4 Несколько слов о сравнении результатов ра-
боты с более ранними результатами
Не вдаваясь в подробный сравнительный анализ полученных в настоя-
щей статье утверждений по отношению к результатам недавно вышедшей
работы К. Райала [3], укажем на следующие обстоятельства, подчёркива-
ющие их новизну. В отличие от условия типа (2), в работе [3] основным
условием аналогичного вида является требование
1
m(B(0, t))
∫
B(0,t)
exp(Φ(KO(x, f)) dm(x) ≤ A ,
где Φ : [0,∞) → [0,∞) – строго возрастающая дифференцируемая функ-
ция, такая что
∞∫
1
Φ ′(t)
t
dt =∞, t·Φ ′(t)→∞ при t→∞ и exp(Φ(KO(x, f))) ∈
L1loc(R
n). Из указанных условий, в частности, вытекает, что внешняя дила-
тация отображения KO(x, f) должна быть локально суммируема в любой
степени α > 0 и её среднее значение, взятое в этой степени, по сколь угодно
большим шарам должно быть ограничено.
Однако, нетрудно построить пример внешней дилатации Q := KO(x, f),
для которой выполнены условия (2) и (3) (более того, q˜α,0(r) ≤ C = const,
где q˜α,0(r) – среднее значение Q
α(x) по сфере S(0, r), α > n − 1), одна-
ко, в то же время, средние значения от функции Qε(x) := Q
αε(x), ε > 1,
по шарам сколь угодно большого радиуса не ограничены. Для этого в
R
n рассмотрим при произвольном r > 0 телесный угол γ(r) симметрич-
ный относительно какой-либо фиксированного луча l, исходящего из ну-
ля. Обозначим часть сферы S(0, r), которая ограничена данным телесным
углом, символом M(r). (Потребуем дополнительно, чтобы функция γ(r)
была измерима по r). По определению, γ(r) = H
n−1(M(r))
rn−1
(в частности,
0 ≤ Hn−1(M(r)) ≤ ωn−1r
n−1 и 0 ≤ γ(r) ≤ ωn−1). Полагаем теперь для фик-
сированной измеримой по Лебегу функции ψ : (0,∞)→ (0,∞) (такой что
ψ(r) ≡ 1 ∀ r ∈ (0, 1)) Qα(x) := ψ(|x|) при x ∈ M(r), |x| = r, и Qα(x) = 0
в противном случае. Тогда q˜α,0(r) =
1
ωn−1
γ(r)ψ(r),
1
m(B(0, R))
∫
B(0,R)
Qα(x)dm(x) =
1
ΩnRn
R∫
0
ψ(r)γ(r)rn−1dr
и
1
m(B(0, R))
∫
B(0,R)
Qαε(x)dm(x) =
1
ΩnRn
R∫
0
ψε(r)γ(r)rn−1dr .
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Полагаем теперь при r ≥ 1 : ψ(r) = r, γ(r) = ωn−1/r. Мы видим в
этом случае, что q˜α,0(r) ≤ C1 = const,
1
m(B(0,R))
∫
B(0,R)
Qα(x)dm(x) ≤ C2 =
const, однако, 1
m(B(0,R))
∫
B(0,R)
Qαε(x)dm(x) → ∞ при R → ∞. Таким об-
разом, построен пример внешней дилатации KO(x, f), удовлетворяющий
при Q := KO(x, f) условиям (2) и (3), но не удовлетворяющий требованию
1
m(B(0,t))
∫
B(0,t)
exp(Φ(KO(x, f)) dm(x) ≤ A = const (Φ : [0,∞)→ [0,∞) – про-
извольная строго возрастающая дифференцируемая функция, такая что
t · Φ ′(t)→∞ при t→∞).
Результаты работы могут применены к различным классам плоских и
пространственных отображений (см., напр., [4], [5],[6], [7], [19] и [20]).
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